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1 问题情境

有这么一种音乐播放器，它有一个最近播放列表，其中总共能保存 n(n ∈ Z, n >= 2)

首歌。当选择某一首歌曲播放时，播放器将删除最近播放列表中第 n 首歌，并将第 1 至

第 n− 1 首歌向后移一个排位，最后将选择播放的歌曲放入第一个排位，得到新的最近

播放列表。注意，同一首歌曲能在最近播放列表中出现多次。

这个音乐播放器还有一种随机播放功能，即对一个有 n 首歌曲的播放列表，它能以

每首歌 1/n 的概率抽取其中一首播放。重复的歌曲是单独计算的，即如果一首歌出现了

m 次，总共就有 m/n 的概率播放这首歌。

我们的问题是，假设最初最近播放列表中有 n 首不同的歌曲，现在对最近播放列表

进行随机播放操作。那么经过多长时间（即多少次播放）之后，最近播放列表中会仅剩

下一首歌？每一首歌被剩下的概率又是多少？如果初始情况不是每首歌只出现一次，又

会怎样呢？

2 一个可以解决具体数目问题的算法

2.1 想法

不妨考虑 n = 3 的情况，设最初列表中按顺序排着 ABC 三首歌，将 A 标记为 1，

B 标记为 2，C 标记为 3，这个状态就记为 123. 再用 N(123) 表示 123 状态达到平衡所

需的步数期望，可以得到方程

N(123) =
1

3
(N(112) + 1) +

1

3
(N(212) + 1) +

1

3
(N(312) + 1) (1)

由等价性可知 N(212) = N(121), N(312) = N(123), 那么

N(123) =
1

3
(N(112) + 1) +

1

3
(N(121) + 1) +

1

3
(N(123) + 1) (2)

对其中的各变元进行分析，同理可得

N(112) =
2

3
(N(111) + 1) +

1

3
(N(122) + 1) (3)

N(121) =
2

3
(N(112) + 1) +

1

3
(N(121) + 1) (4)

N(122) =
1

3
(N(112) + 1) +

2

3
(N(121) + 1) (5)

注意到 N(111) = 0, 整理得

N(123) =
1

3
N(112) +

1

3
N(121) +

1

3
N(123) + 1 (6)

N(112) =
1

3
N(122) + 1 (7)

N(121) =
2

3
N(112) +

1

3
N(121) + 1 (8)

N(122) =
1

3
N(112) +

2

3
N(121) + 1 (9)
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解得

N(122) =
9

2
(10)

N(112) =
5

2
(11)

N(121) = 4 (12)

N(123) =
19

4
(13)

2.2 编程实现

这个想法可以程序化实现，用 Mathematica 编程：

1 total = 5;
2 set = Tuples[Range[total], total];
3 eq = {};
4 var = {};
5 Print["initialize finished\n"];
6 Do[
7 a = set[[ i ]];
8 If [Length[Union[a]] == 1, AppendTo[eq, n[a] == 0],
9 AppendTo[eq,

10 n[a] == Total[
11 Table[1/total n[Prepend[Drop[a, −1], a[[k]]]] + 1/total, {k, 1,
12 total }]]]];
13 AppendTo[var, n[a]], {i, 1, Length@set}];
14 Print["equations generated\n"];
15 result = Solve[eq, var];
16 Print["equations solved, result is:"];
17 n[Range[total]] /. result [[1]]
18 (∗其中前两行得到n个数所有可能的排列，也就是所有可能出现的播放列表状态。∗)
19 （∗6−13行计算出每种状态的方程，首先判断四个数是否一样，如果一样就加入形如n[{1,1,1,1}]==0的方

程∗)
20 (∗如果不一样，就按照上面的想法计算出对应的方程并放入列表eq中∗)
21 (∗最后对方程组进行求解∗)

最后可以得到准确值如下表

amount 2 3 4 5

N 2 19
4

1179
140

12226997
934830

2.3 关于概率

这个想法同样可以计算某首歌曲最后留下的概率，设 P 为最初标记的第一首歌曲

留下的概率，只需将状态方程写为如

P (123) =
1

3
P (112) +

1

3
P (212) +

1

3
P (312) (14)

的形式，也可解出方程组。同时，也得到其他歌曲留下的概率，如歌曲 2 留下的概率

P2(123) = P (213)
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2.4 小结

按照这个想法，理论上可以计算出特定 n 的所有情况的信息。但是事实上当 n = 6

时算期望就因过于复杂崩溃了。不过，从期望的准确值来看求其公式已经没有什么意义，

我们可以只关心它的数量级。

不过，有趣的是经过计算，在列表 123 中歌曲 1 留下的概率为 3
6
, 歌曲 2 留下的概

率为 2
6
，歌曲 3 留下的概率为 1

6

在列表 1234 中，同样有类似的规律，歌曲留下的概率依次为 4
10

3
10

2
10

1
10

. 可以推断，
n 首歌曲的列表中第 k 首歌曲留下的概率为

n+ 1− k

n2 + n

2.5 下一步工作

两个问题需要解决：一是达到稳定状态播放列表的播放次数期望的量级大小，二是

为什么某一首歌曲留下的概率如上公式。
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