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庄逸的数学与技术屋 一定个数事件发生的概率上界估计

1 一道习题

已知：

事件 A1, ..., An 发生的概率分别为 p1, ..., pn。记 p = p1 + · · ·+ pn

求证：至少有 k 个事件发生的概率不大于 pk/k!

2 想法

看到题目的第一感觉，就是类似于二项分布。但仔细考虑一下会发现困难有不少。如

果严格按照题目的要求来，大致是这样的结构：

先算刚好有 k个事件发生的概率，是一个有 Ck
n项的求和，求和的每一项具有 pi1 · · · pik(1−

pik+1
) · · · (1− pin) 的形式，其中 i1, . . . , ik 是 1 到 n 中选出 k 个数，ik+1, . . . in 是剩余

的数。

然后要算刚好有 k + 1, . . . , n 个事件发生的概率。这又是一层求和。这样一个式子，

由于 p1, . . . , pn 都是未知的，因此几乎做不了什么化简工作。

好在此题的关键是要求的是一个不等式。因此我们再回过头来看看有什么地方可以

刨去一些使得运算变得复杂的细节。

对于求和的内部，看到最后的结果是只含有 p 的表达式，而上面的式子是连乘式。

想到了均值不等式，但是符号不对，得想其他办法。

再看外部的两层求和，若是能减少一层将会大大方便。这要从解题逻辑上考虑。再

来看看要求：至少发生 k 个事件。那么如果就直接选出 k 个事件让它发生，剩下的就干

脆不管，会怎样呢？

乍看起来好像没什么问题，但考虑一下就会发现存在重复的问题，即概率会变大。不

过本来就是要做概率的放大，因此可以尝试一下。这样，放大后的式子为∑
pi1 · · · pik (1)

3 平均的思想

想一想上式的求和过程。既然最后结果是和每个具体事件的概率无关，那么肯定是

求出这个式子的最大值，然后说明最大值不大于题目给的值。可以发现，这又是一个“和

为定值，求表达式最值”的分配问题。看起来很棘手，但是我们可以猜当概率 p 被平均

分配的时候表达式的值是最大的。

下一个问题是，到底是被 k 个事件平均分配，还是 n 个事件平均分配？并且应该怎

么证明此时是最大值？我们来推演一下。

如果是被 k 个事件平均分配，虽然这不可能（因为不可能每个事件都有 p/k 的概

率），但是证明是最大值比较方便。如果 pi1 + · · ·+ pik 概率大小不足 p，那么肯定不是

最大值，因为有增大的空间；如果等于 p，由均值不等式就可以明白平均分配时值最大。

那么，这样放缩能不能证出原命题呢？
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尝试一下。内部连乘式化为 pk/kk，是一个与求和无关的常数。因此得到的答案为

Ck
np

k/kk。和题目要求比较，要证明 n! ≤ (n−k)!kk。代了几个具体的 k 后发现不对，说

明放的太大了。

如果被 n 个事件平均分配，先看看能不能证出结论。类似地，此时得到的答案为

Ck
np

k/nk。和题目要求比，要证明 n! ≤ (n− k)!nk。注意到 nk > n(n− 1) · · · (n− k+1)，

这个放缩刚刚好。

那么接下去试图证明被 n 个事件平均分配时是最大值，这个要难一些。但是这类问

题，都可以考虑用调整法。

4 调整法证明最值

用调整法证明最大值，就是要说明在某个情况下，对参数进行任何满足约束的调整

都会使得表达式的值变小。而各种调整又可以进行分解，即只需证明最小操作——对某

两个参数进行满足约束的调整使得表达式的值变小即可。

在这里，约束是概率之和为 p。我们假设在每个事件发生的概率都为 p/n 的情况下

表达式值最大，为
Ck

np
k

nk
(2)

接着为满足约束条件，对两个事件的概率引入小扰动，使其发生的概率分别变为 p/n− t

和 p/n+ t。此时表达式的值为

Ck
n−2p

k

nk
+

Ck−1
n−2p

k−1

nk−1
(
p

n
− t) +

Ck−1
n−2p

k−1

nk−1
(
p

n
+ t) +

Ck−2
n−2p

k−2

nk−2
(
p

n
− t)(

p

n
+ t) (3)

上式共有四项，从左至右依次是

• 从除去两个扰动事件中选 k 个；

• 从除去两个扰动事件中选 k − 1 个并配上概率减小的事件；

• 从除去两个扰动事件中选 k − 1 个并配上概率增大的事件；

• 从除去两个扰动事件中选 k − 2 个并配上两个概率变化的事件；

简单化简后成为

pk

nk
(Ck

n−2 + 2Ck−1
n−2 + Ck−2

n−2)− t2
Ck−2

n−2p
k−2

nk−2
(4)

对比一下(2)，容易猜到(4)中左项应当就是最大值，而右式带平方的负项正是调整的
损益。接下去只需要证明

Ck
n−2 + 2Ck−1

n−2 + Ck−2
n−2 = Ck

n (5)

即可。事实上，这个直接通分即可验证。

最后，对于 n < 2, k < 2 的情况，直接单独验证即可。略（其实是懒）。

撰写日期：18/09/28 <| 3 |> 最后修改：2024 年 1 月 22 日



庄逸的数学与技术屋 一定个数事件发生的概率上界估计

5 组合数的一个性质

从形式上看，可以猜到上式是下面这个式子的特殊情况。

Ck
n =

m∑
i=0

Ck−i
n−mCi

m,m = 0, 1, . . . , n− k (6)

这个式子的代数证法试了一天无果，但是从实际意义上很好理解。

为从 n 个对象中选出 k 个，将其分为两堆。记 A 堆有 m 个，B 堆有 n−m 个。总

共的种数是以下分配的种数之和：

• 从 A 堆中取出 0 个，B 堆中取出 k 个。

• 从 A 堆中取出 1 个，B 堆中取出 k − 1 个。

• ..........

• 从 A 堆中取出 k 个，B 堆中取出 0 个。

也就是

Ck
n =

m∑
i=0

Ci
mCk−i

n−m (7)

如果有读者知道该如何从代数角度证明，欢迎联系我。
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