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1 主要问题

1.1 混合积和体积

对于三维空间中三个不共面的向量 u,v,w 而言，其混合积 u · (v ×w) 表示三个向

量（经过平移使其共起点）张成的平行六面体体积。将其简记为 [u v w] ，其计算方法

可用行列式表示。

[u v w] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1)

1.2 矩阵的不变量

对于三维矩阵 A 而言，其三个不变量为

I1(A) = trA (2)

I2(A) =
1

2
(tr2 A− trA2) (3)

I3(A) = detA =
1

6
(tr3 A− 3(trA)(trA2) + 2 trA3) (4)

1.3 问题

矩阵的不变量可以如下计算。对于任意不共面矢量 u,v,w，有

I1(A) =
[Au v w] + [u Av w] + [u v Aw]

[u v w]
(5)

I2(A) =
[Au Av w] + [Au v Aw] + [u Av Aw]

[u v w]
(6)

I3(A) =
[Au Av Aw]

[u v w]
(7)

为什么？

2 证明

其实矩阵的不变量就是特征值的对称多项式。而如果 u,v,w 刚好是 A的特征向量，

结论是显然的。因此，对一般向量，可用特征向量分解，得到类似的结论。

2.1 不变量的来龙去脉

依照求特征值的方法，三维矩阵 A 的三个特征值 λ1, λ2, λ3 能使得

|A− λE| = 0 (8)
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成立。其中 E 为单位矩阵。而上式左端可以看作以 λ 为变量的三次多项式。事实上，正

有

|A− λE| = −λ3 + I1(A)λ2 − I2(A)λ+ I3(A) = 0 (9)

证明略，根据对应的 λ 次数，算一下余子式即可。于是，根据韦达定理可知

I1(A) = λ1 + λ2 + λ3 (10)

I2(A) = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 (11)

I3(A) = λ1λ2λ3 (12)

2.2 特征分解

取矩阵的三个特征向量 e1, e2, e3，对 u,v,w 进行特征分解。利用求和约定（省去

1 至 3 的求和号）（且上标不表示次数）

u = uiei v = viei w = wiei (13)

于是

[u v w] = uivjwkei · (ej × ek) = uivjwk [ei ej ek] = uivjwkV (i, j, k) (14)

其中 V (i, j, k) = [ei ej ek]。显然，由混合积的性质，只要 i, j, k 中有任意两个相等，

V (i, j, k) 就等于 0。

然后看第一项。根据特征向量的性质

Aei = λiei i = 1, 2, 3 (15)

有

Au = Auiei = λiu
iei (16)

于是

[Au v w] = λiu
ivjwkV (i, j, k) (17)

那么，类似的有

[Au v w] + [u Av w] + [u v Aw] = (λi + λj + λk)u
ivjwkV (i, j, k) (18)

根据前面的讨论，求和时 i, j, k 有任意两个相等时，求和项因为 V (i, j, k) = 0而为零。因

此有贡献的项是 i, j, k 互不相等时的项。而 i, j, k 互不相等时，显然 λi+λj+λk = I1(A)，

于是

[Au v w] + [u Av w] + [u v Aw] = I1(A)uivjwkV (i, j, k) (19)

= I1(A) [u v w] (20)

这就证得了第一式。对于第二、第三式，做法是类似的。考虑第二式中某项，

[Au Av w] = λiλju
ivjwkV (i, j, k) (21)

最后得到的系数是 λiλj + λiλk + λjλk，当 i, j, k 互不相等时显然就是 I2(A)。
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3 细枝末节的东西

3.1 如果矩阵不满秩

如果矩阵 A不满秩会怎么样？这也就是说对应的线性映射 A像空间不是全空间 V，

即核空间维数不为零，会将一些非零向量映射为零向量。

此时像空间中的 r 个向量及其特征值没有影响。对于核空间，取 3− r 个基向量，作

为特征向量，并令其对应特征值为零即可。

这样既保证了任何向量都能被特征向量分解，又使得 Aei = λiei 成立。

3.2 混合积的线性性质

将任意向量按照特征向量分解时，利用了混合积的线性性质。由于混合积是行列式

运算，行列式又是多重线性函数，这一点是显然的。

一个简单的证明是，点积是线性的，即

(a1u1 + a2u2) · (v ×w) = a1u1 · (v ×w) + a2u2 · (v ×w) (22)

然后利用混合积的轮换性质（可通过行列式表示证明，但是通过行列式性质亦可直接证

得混合积是线性的），可知 v,w 也是线性项。

3.3 为何称作不变量

矩阵的不变量之所以被称为不变量，是因为它们在坐标变换下不变。

考虑坐标变换（正交）矩阵 S，矩阵 A 经变换后得到矩阵 B = S−1AS。计算 B

的特征多项式，利用正交矩阵和行列式的性质，

|B − λE| =
∣∣S−1AS − S−1λS

∣∣ = ∣∣S−1(A− λE)S
∣∣ = ∣∣S−1

∣∣ |A− λE| |S| = |A− λE|
(23)

可见 A 和 B 的特征多项式相同，因此由式 9和式 10的推导可知 A 和 B 的不变量也相

同。

3.4 一个简便证法

对于第三式，可以通过写成矩阵相乘的形式发现

[Au Av Aw] =

∣∣∣∣∣∣∣∣A

ux uy uz

vx vy vz

wx wy wz


∣∣∣∣∣∣∣∣ = |A| [u v w] (24)

于是便很显然了。
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4 * 粗暴展开硬核做法及反推结论

注：最初我是这么做的，但是卡在了一些关键步骤的证明上。现在倒过来可以证明

那些关键步骤。

将点乘和叉乘全部利用求和展开，得到

[u v w] = uivjwkεijk (25)

此处 u = uibi，bi, bj , bk 为笛卡尔直角坐标系的三个基向量。Levi-Civita 符号 εijk 在

ijk 中有任意两个相同时取 0，全不相同时为 ±1，符号由 ijk 的置换奇偶性决定（例如

ε123 = 1）

由于 Au = Aijei ⊗ ej · ukek = Aiju
jei，因此

[Au v w] = Aliu
ivjwkεljk (26)

同理，有

[u Av w] = Alju
ivjwkεilk (27)

[u v Aw] = Alku
ivjwkεijl (28)

由于我们已经证明了等式，这也就是说

uivjwk(Aliεljk +Aljεilk +Alkεijl) = trAuivjwkεijk (29)

可以从中提取出一般性的抽象规律（注意对 i, j, k, l 求和)

f(i, j, k)[g(l, i)εljk + g(l, j)εilk + g(l, k)εijl] = f(i, j, k)g(l, l)εijk (30)

这个还是容易证明的。首先，可以证明 i, j, k 有一组相等时左边求和项为零。例如 i = j

时，中括号里为

[g(l, i)εlik + g(l, i)εilk + g(l, k)εiil] (31)

由于 εiil = 0，εlik = −εilk，因此上式为零。

对于 i, j, k 互不相等的情况，因为 i, j, k, l 只能取 1, 2, 3，l 必须与其中一个相等。如

果 l = i，则 εilk = εijl = 0。那么总共只有一项

f(i, j, k)g(i, i)εijk (32)

注意此处求和限制 l = i。注意到只对互不相等的 i, j, k 进行求和，对任意函数 F 有∑
i,j,k

(F (i, j, k, i) + F (i, j, k, j) + F (i, j, k, k)) =
∑
i,j,k

∑
l

F (i, j, k, l) (33)

也就是令 l = i, l = j, l = k 得到的三项加起来，结果就是

f(i, j, k)(g(i, i) + g(j, j) + g(k, k))εijk = f(i, j, k)g(l, l)εijk (34)
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对于另外两个等式，相应也可得到两个结论

f(i, j, k)[g(l, i)g(m, j)εlmk + g(l, j)g(m, k)εlmi + g(l, k)g(m, i)εlmj ]

= f(i, j, k)εijk
1

2
[g(l, l)g(m,m)− g(l,m)g(m, l)] (35)

f(i, j, k)[g(l, i)g(m, j)g(n, k)εlmn] = f(i, j, k)εijk |g| (36)

其中 |g| 表示对写成函数形式的矩阵 g 求行列式。
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