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1 命题

自然同态 Z → Zp 诱导的群同态 SLn(Z) → SLn(Zp) 是满同态，其中 p 是素数。

2 直接定义证明满射

同态是易证的，这里的关键是要证明 ϕ : SLn(Z) → SLn(Zp) 是满射。

容易想到的一种方法是：对每个 SLn(Zp) 中的矩阵，都有 SLn(Z) 中的一个矩阵与
之对应。

也就是，对于 SLn(Zp) 中的矩阵 Ap = (aij)(其中 0 ≤ aij < p)，要找一个系数矩阵
N = (nij)(nij ∈ Z)，得到对应矩阵 A = (aij) + p · N 利用已知的 det(aij) = 1 的条件

(即 det(aij) = x · p+ 1(x 为某确定整数但并不知道)) 使得 detA = 1。

举个二维情况的例子：对 SL2(Zp)中的某矩阵

(
a b

c d

)
已知 ad−bc = 1，即 ad−bc ≡

1(mod p) 要找四个整数 n1�n2�n3�n4 让 det
(
a+ n1p b+ n2p

c+ n3p d+ n4p

)
= 1。这显然是十分头

大的。

3 利用生成元和同态性质间接证明满射

所以有另一种想法。我们只要证明群 SLn(Zp) 有生成元，并且这些生成元有对应的

矩阵即可。这样我们就不用考虑全部元素。只需考虑几个生成元是否有对应的矩阵，其

他 SLn(Zp) 中的矩阵都可以根据群同态的性质推出存在对应的矩阵。什么样的生成元

呢？很容易想到可爱的初等矩阵。并且，我们发现

1. SLn(Zp) 中单位矩阵


1

1
. . .

1

 对应的矩阵

1

1
. . .

1


在 SLn(Z) 中；

2. SLn(Zp) 中倍加矩阵

1
. . .

1 . . . a
. . . ...

1
. . .

1


对应的矩阵



1
. . .

1 . . . a
. . . ...

1
. . .

1


在 SLn(Z)
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中；

3. SLn(Zp) 中交换矩阵 (稍有些不同，为了使行列式值为 1 必须加个负号)

1
. . .

0 . . . 1
... . . . ...
−1 . . . 0

. . .
1


对应的矩阵



1
. . .

0 . . . 1
... . . . ...
−1 . . . 0

. . .
1


也在 SLn(Z) 中

OK，then，对于 SLn(Zp) 中任意矩阵 (aij)，因为它行列式等于 1 所以可逆，从而
可以被分解而写成 SLn(Zp) 中单位矩阵和像上面这样的初等矩阵的乘积。

注意，少了一个提出倍数的初等矩阵也没有关系，可以通过倍加解决。考虑如下情

况：

如果 (aij)最后化到了


x11

x22

. . .
xnn

的形式，考虑左上 2×2矩阵

(
x11 0

0 x22

)
，

注意到 Zp中每个元素均有逆，将第二行的 (x22)
−1倍加到第一行，得到

(
x11 1

0 x22

)
；把第

二列的 1−x11倍加到第一列，得到

(
1 1

(1− x11)x22 x22

)
。用左上角的 1消去副对角线，得

到

(
1 1

0 x11 x22

)
重复操作，可把


x11

x22

. . .
xnn

变为

1

1
. . .

x11 x22 . . . xnn


注意到由条件得到连乘积为 1，则它就是单位矩阵。

4 结论

我们证明了群 SLn(Zp) 有生成元，也说明了生成元都有原像。那么既然 SLn(Zp) 中

每个矩阵都能通过生成元运算得到，每个矩阵也都就利用同态，通过生成元的原像得到。

于是就成功证明了满射。
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后记

整理自大胡子的习题课

感谢 zx 的人工 ocr

声明

1. 博客内容仅为经验之谈，如认为有问题请带着批判性思维自行辨别或与我讨论，本
人不负责因盲目应用博客内容导致的任何损失。

2. 虽然文章的思想不一定是原创的，但是写作一定是原创的，如有雷同纯属巧合。

3. 本作品采用知识共享署名-相同方式共享 4.0 国际许可协议进行许可。

博客信息 此文章的博客来源：https://vortexer99.github.io/

自豪地采用 LATEX！
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