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1 一号数学研究之一: 另一种范德蒙

最近经常碰到如下的行列式：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

k1 k2 . . . kn

k1(k1 − 1) k2(k2 − 1) . . . kn(kn − 1)
...

... . . . ...
k1 . . . (k1 − n+ 2) k2 . . . (k2 − n+ 2) . . . kn(kn − n+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
应该如何计算呢？试着把第二行加到第三行, 第三行变为

k2
1, k

2
2, k

2
3, . . . , k

2
n (1)

猜想和范德蒙行列式有关系。考虑第四行，只看第一列：k1(k1 − 1)(k1 − 2)。加上

第三行, 可以把最后的 k1 − 2 加成 k1 得到 k2
1(k1 − 1)。再由之前的结论（加上“加上第

二行的第三行即 式 1”），可以得到 k3
1。于是可以推得该行列式等于下面的行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1

k1 k2 . . . kn

k2
1 k2

2 . . . k2
n

...
... . . . ...

kn−1
1 kn−1

2 . . . kn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2)

这就是范德蒙行列式, 值为 ∏
1≤i<j≤n

(kj − ki) (3)

2 一号数学研究之二：一道关于递归方程的习题

2.1 题目

考虑递归方程

u(n+ k) = a0u(n+ 1) + · · ·+ ak−1u(n+ k − 1) (4)

置 f(x) = xk − ak−1x
k−1 − · · · − a0。

证明：函数 u(n) = nrcn, r ≥ 0, c ̸= 0 是递归方程的解当且仅当 c 是 f(x) 的根, 其
重数不小于 r + 1。

2.2 解

改写条件为

u(n+ k) =
k−1∑
t=0

atu(n+ t) (5)
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设 P : u(n) = nrcn, r ≥ 0, c ̸= 0 是递归方程的解，则

P ⇔ (n+ k)rcn+k =
k−1∑
t=0

at(n+ t)rcn+t (6)

⇔
r∑

m=0

Cm
r nr−mkmcn+k =

k−1∑
t=0

at

r∑
m=0

Cm
r nr−mtmcn+t (7)

右边

=
r∑

m=0

Cm
r nr−m

k−1∑
t=0

tmatc
n+t (8)

由 n 的任意性, 对应次数系数应相等。

∴ P ⇔ krcn+k =
k−1∑
t=0

tman+t
t , m = 0, 1, . . . , r (9)

⇔ kmck =
k−1∑
t=0

att
mct, m = 0, 1, . . . , r (10)

另一方面，

f(x) = 0 ⇔ xk =
k−1∑
t=0

atx
t (11)

f (m)(x) = 0 ⇔

(
m−1∏
q=0

(k − q)

)
xk−m =

k−1∑
t=0

at

(
m−1∏
q=0

(t− q)

)
xt−m (12)

设 Q : c 是 f(x) 的根, 其重数不小于 r + 1

Q ⇔ f (m)(c) = 0,m = 0, 1, . . . , r (13)

⇔

ck =
∑k−1

t=0 atc
t, m = 0(∏m−1

q=0 (k − q)
)
ck =

∑k−1
t=0 at

(∏m−1
q=0 (t− q)

)
ct, m = 1, 2, . . . , r

(14)

注意到 m = 0 时已经成立 P ⇔ Q

ck =
k−1∑
t=0

atc
t ⇔ kmck =

k−1∑
t=0

att
mct, m = 0 (15)

下面考虑对每一个 m = 1, 2, . . . , r 证明 P ⇔ Q，即

m−1∏
q=0

(k − q) ck =
k−1∑
t=0

at

(
m−1∏
q=0

(t− q)

)
ct ⇔ kmck =

k−1∑
t=0

att
mct (16)

观察几项。当 m = 1 时, 需证

kck =
k−1∑
t=0

attc
t ⇔ kck =

k−1∑
t=0

attc
t (17)
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显然成立。当 m = 2 时, 需证

k(k − 1)ck =
k−1∑
t=0

att(t− 1)ct ⇔ k2ck =
k−1∑
t=0

att
2ct (18)

注意到之前已经有

kck =
k−1∑
t=0

attc
t (19)

将其加到两边即得到

k2ck =
k−1∑
t=0

att
2ct (20)

显然，情况和方法都与section 1类似，于是可以认为对于每个 m 都成立 P ⇔ Q。

3 一号数学研究之三：向外探求

上回提到, 要证明

m−1∏
q=0

(k − q) ck =
k−1∑
t=0

at

(
m−1∏
q=0

(t− q)

)
ct ⇔ kmck =

k−1∑
t=0

att
mct (21)

对 m = 1, 2, . . . , r 成立。通过观察, 当 m = 2 时, 需证

k(k − 1)ck =
k−1∑
t=0

att(t− 1)ct ⇔ k2ck =
k−1∑
t=0

att
2ct (22)

当 m = 3 时, 需证

k(k − 1)(k − 2)ck =
k−1∑
t=0

att(t− 1)(t− 2)ct ⇔ k3ck =
k−1∑
t=0

att
3ct (23)

并且由 k2 = k(k − 1) + k, k3 = k(k − 1)(k − 2) + 2k(k − 1) + k2，可以合理推知 km 是

k, k(k − 1), . . . , k(k − 1) . . . k(k −m+ 1) 的线性组合，即

km =
m−1∑
s=0

xm,s

s∏
q=0

(k − q) (24)

下面我们来在原命题中构造出上式的形式来精确证明。(
m−1∏
q=0

(k − q)

)
ck =

k−1∑
t=0

at

(
m−1∏
q=0

(t− q)

)
ct, m = 1, 2, . . . , r (25)

⇔ ck

(
s∏

q=0

(k − q)

)
=

k−1∑
t=0

ctat

(
s∏

q=0

(t− q)

)
, s = 0, 1, . . . , r − 1 (26)

撰写日期：2017 年 12 月 31 日 <| 4 |> 最后修改：2024 年 1 月 22 日



庄逸的数学与技术屋 旧文重发·一号数学研究：用阶乘线性表示幂

两边乘上 xm,s 并从 s = 0 到 m− 1 求和，其中 1 ≤ m ≤ r，得

m−1∑
s=0

xm,sc
k

(
s∏

q=0

(k − q)

)
=

m−1∑
s=0

xm,s

k−1∑
t=0

ctat

(
s∏

q=0

(t− q)

)
(27)

⇔ ck
m−1∑
s=0

xm,s

(
s∏

q=0

(k − q)

)
=

k−1∑
t=0

atc
t

m−1∑
s=0

xm,s

(
s∏

q=0

(t− q)

)
(28)

⇔ ckkm =
k−1∑
t=0

atc
ttm (29)

这正是所要证得等价关系的右端。

到这里这个证明就结束了，但是还有一个问题值得研究：能不能求出系数 xs？？观

察前几个式子：

k1 = k (30)

k2 = k(k − 1) + k (31)

k3 = k(k − 1)(k − 2) + 2k(k − 1) + k2 (32)

= k(k − 1)(k − 2) + 3k(k − 1) + k (33)

k4 = k(k − 1)(k − 2)(k − 3) + 3k(k − 1)(k − 2) + 2k2(k − 1) + k3 (34)

= k(k − 1)(k − 2)(k − 3) + 3k(k − 1)(k − 2) + 2k(k − 1)2 + 2k(k − 1) + k (35)

出现了 k(k − 1)2 怎么办? 只需要 k − 1 替代 k 代入第二个式子即可。

(k − 1)2 = (k − 1)(k − 2) + (k − 1) (36)

于是

k4 = (k − 1)(k − 2)(k − 3) + 3k(k − 1)(k − 2) + 2k(k − 1)(k − 2) + 4k(k − 1) + k (37)

从系数上看没有什么特别有用的规律，再往后算也比较困难。不过在推导的过程中由红

字部分不难推测出

km =
m−1∏
t=0

(k − t) +
m−1∑
r=2

rkm−r

r−1∏
t=1

(k − t) + km−1 (m ≥ 3) (38)

可惜的是这并没有什么卵用, 因为代入之前所设表达式得到

km =
m−1∑
s=0

xm,s

s∏
q=0

(k − q) (39)

=
m−1∏
t=0

(k − t) +
m−1∑
r=2

r

(
m−r−1∑
s=0

xm−r,s

s∏
q=0

(k − q)

)
r−1∏
t=1

(k − t) +
m−2∑
s=0

xm−1,s

s∏
q=0

(k − q)

(40)

这太可怕了，看起来没法子处理。那么，接下去怎么办呢?
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4 一号数学研究之四：得出系数

上回提到, 在求系数时遇到了前所未有的困难。现在怎么办呢? 继续算下去看看呗。
不过我不打算下手算了。这种事情当然是要交给电脑来做。得到如下的系数矩阵：横向

为 s，纵向为 m

1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 15 25 10 1

1 31 90 65 15 1

1 63 301 350 140 21 1

1 127 966 1701 1050 266 28 1

1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

(41)

眼尖的同学也许已经发现了。注意这一部分：

31 90 65

63 301 350

127 966 1701

(42)

这几个 1 反复出现, 其中一定有联系。

31 + 90× 3 = 301 301 + 350× 4 = 1701 (43)

用别的数字实验发现这个规律也对。因此有递推公式 xm+1,s = sxm,s + xm,s−1 加上初始

条件有 xm,1 = 1, xm,m = 1 理论上可以确定整个矩阵。

但是这里我们不讨论这个递推公式怎么解。

经过学长点拨, 去找了第二类斯特林数的资料。
The triangle Stirling numbers of the Second kind is

1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 15 25 10 1

1 31 90 65 15 1

(44)

http�//mathworld.wolfram.com/StirlingNumberoftheSecondKind.html
一模一样！往下翻就有通项公式

=
1

s!

s∑
k=0

(−1)kCk
s (s− k)m (45)
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5 一号数学研究之五：研究通项

然后我们来研究一下这个通项公式先验证它满足递推式：

xm,1 =

1∑
k=0

(−1)kCk
1 (1− k)m = 1 (46)

xm,m =
1

m!

m∑
k=0

(−1)kCk
m(m− k)m (47)

诶, 好像不能直接得到等于 1。但是这时我们往往能得到一些新东西。将其展开, 得到
m∑

k=0

Ck
m(−1)k

m∑
t=0

Ct
mmm−t(−1)tkt = m! (48)

m∑
k=0

m∑
t=0

Ct
mCt

mmm−t(−1)k+tkt = m! (49)

这个等式是如何成立的仍旧是个谜。

先验证 xm+1,s = sxm,s + xm,s−1

右边 =
s

s!

s∑
k=0

(−1)kCk
s (s− k)m +

1

(s− 1)!

s−1∑
k=0

(−1)kCk
s−1(s− 1− k)m (50)

=
1

(s− 1)!

s∑
k=0

(−1)kCk
s (s− k)m +

1

(s− 1)!

s∑
k=1

(−1)k−1Ck−1
s−1 (s− k)m (51)

=
sm

(s− 1)!
+

1

(s− 1)!

s∑
k=1

((−1)k(s− k)m)
(
Ck

s − Ck−1
s−1

)
(52)

=
1

(s− 1)!

s∑
k=0

(−1)kCk
s−1(s− k)m (53)

=
1

(s− 1)!

s∑
k=0

(−1)kCk
s · s− k

s
(s− k)m (54)

=
1

s!

s∑
k=0

(−1)kCk
s (s− k)m+1 = xm,s (55)

(56)

这个递推公式和通项公式有些眼熟，翻了下书发现很久以前其实研究过这东西。对

比一下表，发现只是相差了列数的阶乘而已。

最后我们回到之前的问题，把 n 次方分解成阶乘的和。

nm =
m−1∑
s=0

xm,s

s∏
q=0

(n− q) =
m−1∑
s=0

(
1

s!

s∑
k=0

(−1)kCk
s (s− k)m

)
s∏

q=0

(n− q) (57)

其中括号内的系数就是第二类斯特林数。
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图 1: 原来我早就玩过这东西
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6 后记

显然，阶乘也能分解成幂次的和（全部展开就是了），但是系数是什么呢？其实和第

一类斯特林数有些关系。有兴趣的读者可以查看“悬赏”中相关内容和其他资料。

感谢 zx 的人工 ocr。

声明

1. 博客内容仅为经验之谈，如认为有问题请带着批判性思维自行辨别或与我讨论，本
人不负责因盲目应用博客内容导致的任何损失。

2. 虽然文章的思想不一定是原创的，但是写作一定是原创的，如有雷同纯属巧合。

3. 本作品采用知识共享署名-相同方式共享 4.0 国际许可协议进行许可。

博客信息 此文章的博客来源：https://vortexer99.github.io/

自豪地采用 LATEX！
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