
庄逸的数学与技术屋

热力学偏导数计算法与热力学地图

Vortexer99

目录

1 写在前面·我学习热统的经历 3

2 热力学偏导数引入 3

3 热力学偏导数的导出·二元函数 3

4 热力学基础知识 4

5 热力学偏导数定义转换法 5
5.1 构造全微分表达式转换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
5.2 构造函数形式链式法则转换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
5.3 偏导数通用转换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
5.4 雅可比行列式转换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

6 六把刷子转换体系 7
6.1 起源 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
6.2 第一把刷子·定义法【O】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
6.3 第二把刷子·两项链式法则【D】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
6.4 第三把刷子·三项链式法则【P】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
6.5 第四把刷子·麦克斯韦关系【M】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
6.6 第五把刷子·循环置换关系【C】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
6.7 第六把刷子·能量表征量转换【S】 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

7 应用 11
7.1 内能公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
7.2 迈耶公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
7.3 第二第三 TdS 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
7.4 实际习题例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13



庄逸的数学与技术屋 热力学偏导数计算法与热力学地图

8 热力学偏导数地图 14

撰写日期：2019 年 9 月 6 日 <| 2 |> 最后修改：2024 年 1 月 22 日



庄逸的数学与技术屋 热力学偏导数计算法与热力学地图

1 写在前面·我学习热统的经历

当我最开始学热统的时候，我对这些偏导数是完全懵逼的。还记得第一次作业是写

TdS 方程的第二、第三形式（换不同的变量），费了好几个晚上，看了好几本书的介绍
才莫名其妙地好像算了出来。然而在理解了和数学上偏导数的联系，特别是全微分的式

子之后，我就明白了这些偏导数的来由以及相应的性质。但是老师讲了内能公式的推导，

其过程仍然让我感觉“这怎么想到的”。然而接下去三个星期，我就想试试算每个偏导

数，就一个个列出来算。最初还感到十分困难，要把函数式写出来看链式法则，几个常

用量也总是要查。然而在硬着头皮算了 STpV U 五个量组成的所有偏导数后，我已经能

得心应手地应用体系中的前五把刷子了。等到现在回头看，内能公式，TdS 方程实在是
最为简单的东西了。这个故事告诉我们什么呢？仁者见仁吧 ∼

2 热力学偏导数引入

在学习热力学时，往往会碰到如下形式的偏导数。(
∂U

∂T

)
V

(
∂H

∂P

)
V

(
∂G

∂T

)
P,N

(1)

对于偏导数

(
∂f

∂g

)
h

而言，其意义是在 h不变的情况下 f 对 g 的偏导数。例如，

(
∂U

∂T

)
V

就是在体积不变的情况下，内能对温度的导数，其物理意义也就是定容热容。

这些偏导数和数学分析课上学的偏导数相比，差别在于外面套了一层“壳”。热力学

要求我们掌握这些偏导数之间的联系。要怎么处理呢？先要从其根源讲起，和数学上的

偏导数建立联系。

3 热力学偏导数的导出·二元函数

在最简单的情况，即对于分子数目不变，也没有电磁场等的热力学系统，每个热力

学量都是其他某两个量的二元函数。例如，对于理想气体状态方程

pV = nRT (2)

就可以说 p 是 V, T 的函数，记为 p = p(V, T )。而对于一个二元（好）函数，总有全微

分公式

dp =
∂p

∂V
dV +

∂p

∂T
dT (3)

由此式可以推知在温度不变时，若体积有微小 δV 的变化，则压强 p相应地有 δp =
∂p

∂V
δV

的变化。可见，此中的
∂p

∂V
就是我们要找的“在温度不变时压强对体积的偏导数”。为
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了表示是温度不变，我们在偏导数上加上下标，就成了

(
∂p

∂V

)
T

。类似地，式 3就成为

dp =

(
∂p

∂V

)
T

dV +

(
∂p

∂T

)
V

dT (4)

而若是给定偏导数

(
∂S

∂T

)
U

，就可以知道它是从函数 S(T,U) 而来。

dS =

(
∂S

∂T

)
U

dT +

(
∂S

∂U

)
T

dU (5)

如果分子数可变，则每个热力学量将会是其他三个热力学量的函数，此时每个偏导数就

会有两个不变量，例如对 U = U(S, V,N) 而言，

dU =

(
∂U

∂S

)
V,N

dS +

(
∂U

∂V

)
S,N

dV +

(
∂U

∂N

)
S,V

dN (6)

热力学函数的自变量选择，除了变量个数固定之外，具体的选择并没有什么特别的

限制。个数固定的原因可联系系统的自由度。如果 p 是 T, V 的函数，那么确定了 T, V

以后，p 就确定，其他热力学参数，连同整个热力学系统的状态也就确定了。也就是说，

这个系统只有两个自由度，那么任何变量都只能是其他两个变量的函数。至于具体的变

量选择，一般总是选与问题联系最紧密的变量；而如果需要转换变量，也是十分容易的，

在接下去的章节会介绍转换的方法。

另外，热力学中的偏导数还可以写为雅可比行列式的形式。例如(
∂U

∂V

)
T

=
∂(U, T )

∂(V, T )
(7)

我没啥研究也不怎么用，略。

4 热力学基础知识

这些公式在后面的推导中会用到。

1. TdS 方程，热力学第一第二定律的结合（分子数不变，做功仅有 pV 情况，下同）

TdS = dU + pdV (8)

2. 其余三个热力学量的引入

H = U + PV F = U − TS G = U − TS + PV (9)

3. 四个表示能量的热力学量基本方程

dU = TdS − pdV (10)

dH = TdS + V dp (11)

dF = −SdT − pdV (12)

dG = −SdT + V dp (13)
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由四个热力学基本方程可知，对于偏导数

(
∂f

∂g

)
h

，只要 f, g, h 是 (U, S, V ) 或

(H,S, P )或 (F, T, V ) 或 (G,T, p)的某种组合，那么直接从这四个方程中的相应方

程即可直接得出结果。例如，由第三个式子可知(
∂F

∂T

)
V

= −S (14)

4. 一些热力学量，定容热容 CV，定压热容 Cp，定压膨胀系数 α，定容压强系数 β，

等温压缩系数 κ

CV =

(
∂U

∂T

)
V

Cp =

(
∂U

∂T

)
P

(15)

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p

β =
1

p

(
∂p

∂T

)
V

κ = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T

(16)

5 热力学偏导数定义转换法

所有热力学偏导数都能通过一些已知，容易观测的偏导数（例如上面五个）或题目

已经给出的偏导数来表达。给定一个热力学偏导数，我们的任务就是寻找这些表达方式。

下面介绍的这些转换方法，都是基于全微分表达式的代入计算得出。事实上这些变

换还不能使某个偏导数能按需表达，还需要基于全微分表达式进行求导、移项得出的性

质才可完全保证。这在下一节会介绍。

还需要注意的是，下面推导都是基于二元函数的情况，三元函数可以类似推广。

5.1 构造全微分表达式转换

考虑表达式

dp =

(
∂p

∂T

)
S

dT +

(
∂p

∂S

)
T

dS (17)

如果我们不想要 dS，而想换成 dV，则可以用

dS =

(
∂S

∂V

)
T

dV +

(
∂S

∂T

)
V

dT (18)

代入，得

dp =

(
∂p

∂T

)
S

dT +

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂V

)
T

dV +

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂T

)
V

dT (19)

=

((
∂p

∂T

)
S

+

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂T

)
V

)
dT +

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂V

)
T

dV (20)

和

dp =

(
∂p

∂T

)
V

dT +

(
∂p

∂V

)
T

dV (21)

相比，立刻得到(
∂p

∂T

)
V

=

(
∂p

∂T

)
S

+

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂T

)
V

(
∂p

∂V

)
T

=

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂V

)
T

(22)
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注意，在式 18中必须选择 dT 作为 dS 的另一个变量（可理解为“线性表达的基”），以配
合式 17中 dp中的 dT 项，否则将产生三个变元，虽然不能算错，但是就不能和式 21相
对照得出结论了。当然，也可以直接把两个变元都换掉，例如代入

dT =

(
∂T

∂U

)
V

dU +

(
∂T

∂V

)
U

dV dS =

(
∂S

∂U

)
V

dU +

(
∂S

∂V

)
U

dV (23)

当然对于 dT 和 dS，新选择的变元也要对应。

评价 这种方法比较通用，在顺下去做（即代入-整理-比较）时没有太大困难。在过程的
严谨性上讲也是最根本，最无懈可击的。但是实际上在做题时，需要从偏导数构造全微

分表达式，会引入另一个量，如何代换也不好确定，因此实际（我）不太用。

5.2 构造函数形式链式法则转换

直接从函数表达式入手，把 p(T, V ) 改写为 p(T, S(T, V ))，根据求导的链式法则即

得 (
∂p

∂T

)
V

=

(
∂p

∂T

)
S

+

(
∂p

∂S

)
T

(
∂S

∂T

)
V

(24)

虽然偏导数链式法则也是从全微分表达式而来，但基本已经被广泛接受而可以直接拿来

用了。

评价 偏导数链式法则需要从偏导数去构造函数及变量的关系，除了构造方式多样，一

时难以找准方向以外，这种方法便于理思路、打草稿、计算、交流，是（我）比较常用

的一种。

5.3 偏导数通用转换

直接把两个变元都代换掉，考虑 p(S, T ) = p(V (S, T ), U(S, T ))(
∂p

∂S

)
T

=

(
∂p

∂V

)
U

(
∂V

∂S

)
T

+

(
∂p

∂U

)
V

(
∂U

∂S

)
T

(25)

抽象出来 (
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂s

)
t

(
∂s

∂x

)
y

+

(
∂f

∂t

)
s

(
∂t

∂x

)
y

(26)

其中 t 和 s 可以任意选择，甚至可以和 x、y 相同，使得上式中某些项为 0 或 1。

评价 大概是最通用的方法，它的优点在于直接对偏导数进行操作，不需要再构造函数

式或者全微分式。缺点在于过于庞大，事实上很多变换都比较简洁，如果每次都寻找变

元，写成两项加两项的形式，会比较麻烦。
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5.4 雅可比行列式转换

没有研究，只举个例子(
∂p

∂S

)
T

=
∂(p, T )

∂(S, T )
=

∂(p, T )

∂(V, T )

∂(V, T )

∂(S, T )
=

(
∂p

∂V

)
T

(
∂V

∂S

)
T

(27)

评价 没用过，不予评价。

6 六把刷子转换体系

6.1 起源

六把刷子转换体系，是我在算了一百多个热力学偏导数的过程中积累下来的经验之

谈。可以说所有二元的热力学偏导数，都能通过这六把刷子中的某几把相互转换，直至

一些基本量。“六把刷子”代表六种方法，每种方法都有其应用场景，而且是直接从未知

量出发进行变换，而非从已知量开始进行艰难的构造。虽然是用来对付二元热力学偏导

数，但是三元，多元的情况也可根据相应原理推广。

6.2 第一把刷子·定义法【O】

这把刷子适合能直接从热力学基本方程得出，或者已经被定义的量。例如要求

(
∂U

∂S

)
V

，

则想到方程

dU = TdS − pdV (28)

那么显然

(
∂U

∂S

)
V

= T。此方法需要对热力学量及特性函数比较敏感，看到 F, T, V 这

种组合就能想到特性函数和热力学基本方程，然后直接从方程中读出就行。

稍微有些变化，如果要求

(
∂S

∂V

)
U

怎么办呢？它还是这三个量的组合，我们把方程

改写为

dS =
1

T
dU +

p

T
dV (29)

就可以直接写出 (
∂S

∂V

)
U

=
p

T
(30)

另一种情况是，例如要求

(
∂U

∂T

)
V

，这当然就是定容热容 CV，这是实验可观测的

量，一般就可以拿来用，不需要进一步变换了。

因为定义法直接从方程中读出结果，或者已经人为定义，实在是没什么意思，于是

用一个圈圈或者字母 O 来表示。
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6.3 第二把刷子·两项链式法则【D】

第二第三把刷子都是和链式法则相关，或者说从全微分式子进行代入得出。第二把

刷子是比较简单形式的链式法则，和(
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂s

)
t

(
∂s

∂x

)
y

+

(
∂f

∂t

)
s

(
∂t

∂x

)
y

(31)

相比，令 t = y，得到(
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂s

)
y

(
∂s

∂x

)
y

+

(
∂f

∂y

)
s

(
∂y

∂x

)
y

(32)

其中，对于

(
∂y

∂x

)
y

而言，在 y 不变的时候求偏导数，当然是 0 了（相当于 y 是常数拿

出去，然后 1 对 x 求导）。于是只剩下(
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂s

)
y

(
∂s

∂x

)
y

(33)

也可以从函数关系上推导，令 f(x, y) = f(s(x, y), y)，两边对 x 求导即可。

应用的例子如 (
∂U

∂p

)
V

=

(
∂U

∂T

)
V

(
∂T

∂p

)
V

= CV · 1

pβ
(34)

其中

(
∂T

∂p

)
V

= 1
/( ∂p

∂T

)
V

和第一把刷子一样无趣，就默认大家都知道了（严格来说

它是第四把刷子的附带结论）。

再如 (
∂S

∂p

)
V

=

(
∂S

∂U

)
V

(
∂U

∂T

)
V

(
∂T

∂p

)
V

=
CV

Tβp
(35)

第二把刷子的特点是，它不改变右下角的不变量，直接“插入”一个新变量。因此，

如果右下角是 U,H 这种量，用第二把刷子是没什么用的，因为 U,H 不变的偏导数大部

分都比较复杂，变换完之后的两个偏导数还是没法算。相比之下，如果右下角是 p, T, V

之类，由于 p, T, V 三个量的转换关系比较明确，偏导数已经给定（三个系数 α, β, κ），

就可以利用第二把刷子修改原项的分子或分母，使之像第二个例子一样将 U 和 V 组合

在一起。

由于第二把刷子是由偏导数链式法则得到，就用导数的 Derivative 首字母 D 来表
示。

6.4 第三把刷子·三项链式法则【P】

这把刷子是有点复杂的链式法则。对于方程(
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂s

)
t

(
∂s

∂x

)
y

+

(
∂f

∂t

)
s

(
∂t

∂x

)
y

(36)
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令 s = x，得到 (
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂x

)
t

(
∂x

∂x

)
y

+

(
∂f

∂t

)
x

(
∂t

∂x

)
y

(37)

显然

(
∂x

∂x

)
y

= 1，于是

(
∂f

∂x

)
y

=

(
∂f

∂x

)
t

+

(
∂f

∂t

)
x

(
∂t

∂x

)
y

(38)

也可以令 f(x, y) = f(t(x, y), x)，然后两边对 x 求偏导得到。

应用的例子如(
∂H

∂p

)
V

=

(
∂H

∂p

)
S

+

(
∂H

∂S

)
p

(
∂S

∂P

)
V

= V + T · CV

Tβp
= V +

CV

βp
(39)

其中第一步用第三把刷子展开后，前两项是直接从定义得出，后一项是在讲解第二把刷

子中举过的例子 式 35
第三把刷子的特点是，它能改变不变量，但是原不变量仍然存在，出现在最后一项。

还是以

(
∂H

∂p

)
V

为例，由于特性函数组合是 H,S, P，只有一个不一样，而且位置是不

变量（如果位置是分母的话，就可以用第二把刷子）。经过第三把刷子操作后，得到的三

项中两项都是可以直接得出，最后一项则已经和 H 等能量量纲的量没有关系，就很容易

变换为已知量了。由于不变量仍然存在，所以如果是以 U,H 等为不变量的偏导数，一

般不用这把刷子，除非最后能得到

(
∂S

∂V

)
U

这样的结果。

因为在第一到第五把刷子中只有它这个变换有加号，所以用 Plus 的首字母 P 表示。

6.5 第四把刷子·麦克斯韦关系【M】

第四把刷子是利用全微分公式及二阶导数可交换的性质得到的（当然这些函数都是

“好”函数）。

∂2f

∂x∂y
=

(
∂

∂x

(
∂f

∂y

)
x

)
y

=

(
∂

∂y

(
∂f

∂x

)
y

)
x

=
∂2f

∂y∂x
(40)

当然我们暂时不讨论显式的二阶偏导数，所以我们只能从四个基本方程中找（即一阶偏

导数已经是 T, p, S 之类，没有偏导数的形式）。考虑方程

dU = TdS − pdV (41)

dS 前的 T 对 V 求导，dV 前的 −p 对 S 求导，则根据二阶偏导数与顺序无关，我们有(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

(42)
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由其他三个式子，类似有

dH = TdS + V dp ⇒
(
∂T

∂p

)
S

=

(
∂V

∂S

)
p

dF = −SdT − pdV ⇒
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

dG = −SdT + V dp ⇒ −
(
∂S

∂p

)
T

=

(
∂V

∂T

)
p

(43)

这四个偏导数关系即为麦克斯韦关系。

关于麦克斯韦关系的记法有好几种，这里只介绍我用的方法。注意三个规律：

1. 分子和不变量总是成对共轭量。

2. 一侧分子和另一侧的分母总是成对共轭量。

3. 如果分子和分母性质相同（同为强度量或广延量），则无需变号，否则需要变号。

然后以

(
∂S

∂V

)
T

为例，发现其分子 S 和不变量 T 是共轭量，分母也是 SV Tp中的一个，

因此可以用麦克斯韦关系。其对应的偏导数，由规律 2 可知分子是 p，分母是 T，再由

规律 1 知不变量是 V，再验证 S 和 V 都是广延量，因此不需要加符号，最终得到(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

(44)

这一规律在多元时貌似有时候不成立，可以自己再从基本微分方程开始推。

麦克斯韦关系的特点是它只能对这八个偏导数进行转化，但是却往往是不可或缺的

一环。一般在遇到熵的时候，要么利用 U, S, V 的特性函数消去，要么利用麦克斯韦关系

化掉（后二式）。并且，（二元）麦克斯韦关系牵涉到的量只有 V, S, T, p 四个。一般都是

看看能用的话就试一试。

根据麦克斯韦关系的英文名 Maxwell relations，把这刷子记为 M。

6.6 第五把刷子·循环置换关系【C】

第五把刷子则是对全微分公式移项后得到的结论。循环置换关系指的是(
∂f

∂x

)
y

(
∂x

∂y

)
f

(
∂y

∂f

)
x

= −1 (45)

不难推导，考虑全微分式

df =

(
∂f

∂x

)
y

dx+

(
∂f

∂y

)
x

dy (46)

移项，得

dx =

(
∂x

∂f

)
y

df −
(
∂x

∂f

)
y

(
∂f

∂y

)
x

dy (47)
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用 x 的全微分式，比较第二项，得到(
∂x

∂y

)
f

= −
(
∂x

∂f

)
y

(
∂f

∂y

)
x

(48)

就是结论了。

实际应用的例子如(
∂p

∂T

)
H

= −
(

∂p

∂H

)
T

(
∂H

∂T

)
p

= −Cp

/(
∂H

∂p

)
T

(49)

再用一下刷子 3【P】和刷子 4【M】(
∂H

∂p

)
T

=

(
∂H

∂p

)
S

+

(
∂H

∂S

)
p

(
∂S

∂p

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
p

= V − TV α (50)

循环置换关系的特点是它不引入新的变量，只是对原先三个量进行置换。最大的用

处就是处理具有能量量纲的量 U,H,F,G 在不变量上的情况，将这些量换到分子或分母

上进行下一步处理。当然，如果偏导数中有两个以上这样的量，那么就失效了。

根据循环置换关系的英文名 cyclic relations，把这把刷子称为【C】

6.7 第六把刷子·能量表征量转换【S】

其实前五把刷子应该已经能解决所有的偏导数转换问题，第六把刷子虽说有些多余，

但是在一些特定情况下也比较好用。这一方法是直接利用 U,H,F,G 的加减关系进行处

理，例如 (
∂U

∂T

)
p

=

(
∂H − pV

∂T

)
p

=

(
∂H

∂T

)
p

− p

(
∂V

∂T

)
p

= Cp − pV α (51)

而原本需要如下多次操作(
∂U

∂T

)
p

=

(
∂U

∂T

)
V

+

(
∂U

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

= CV + V α

(
∂U

∂V

)
T

(52)

其中

(
∂U

∂V

)
T

之后还需要一次【P】和【M】，之后在内能公式会提到。还有在极少数场

合的一些应用 (
∂H

∂U

)
p

=

(
∂U + pV

∂U

)
p

= 1 + p

(
∂V

∂U

)
p

(53)

利用 U,H,F, T 四个量的关系进行转换，需要考虑多方面的因素。一般而言，这么

做的原因是化为特性函数或从两个及以上能量表征量中消去一个，但是这个操作附加的

项不少，有时还需要结合乘法求导规律，出来的一些项更为难算。

跟前面几把刷子比起来，这个操作有些特殊，因此用 Special 的首字母 S 命名。

7 应用

有了六把刷子，就可以算各种偏导数了，注意最后可以检查下量纲。
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7.1 内能公式

推导内能公式 (
∂U

∂V

)
T

=

(
∂U

∂V

)
S

+

(
∂U

∂S

)
V

(
∂S

∂V

)
T

(54)

= −p+ T

(
∂p

∂T

)
V

(55)

= −p+ Tβp (56)

其中利用了一次三项链式法则【P】刷子，和一次麦克斯韦【M】刷子。

7.2 迈耶公式

推导迈耶公式

Cp − CV =

(
∂H

∂T

)
p

−
(
∂U

∂T

)
V

(57)

=

(
∂U + pV

∂T

)
p

−
(
∂U

∂T

)
V

(58)

=

(
∂U

∂T

)
p

−
(
∂U

∂T

)
V

+ p

(
∂V

∂T

)
p

(59)

=

(
∂U

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

+ pV α (60)

= V α(−p+ Tβp+ p) (61)

= V αTβp (62)

其中先用了一次能量表征量转换【S】刷子。若不用【S】刷子，则相当于抛弃了 H 和 U

的关系，相应的 Cp 和 CV 之间的关系也失去了，也就几乎不可能“化简”原式。接着

用了一次三项链式法则【P】刷子，把不变量不同的两项之差消去。接着只需要代入之前
推过的内能公式即可。

7.3 第二第三 TdS 方程

第一 TdS 方程是以 U 和 V（或 T, V）为自变量，第二 TdS 方程是以 T, p 为自变

量，而第三 TdS 方程是以 p, V 为自变量。

从

TdS = dU + pdV (63)

开始，将 dU 代成 V 和 T 的变量，即求(
∂U

∂T

)
V

= CV

(
∂U

∂V

)
T

= Tβp− p (64)
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其中一个是定义，一个已经由内能公式得到。因此

TdS = CV dT + TβpdV (65)

下一步，将 dV 代为 dT 和 dp，已经知道
(
∂V

∂T

)
p

= V α 和

(
∂V

∂p

)
T

= −κV，于是得到

TdS = CV dT + TβpV αdT − TβpκV dp = CpdT − TV αdp (66)

这即是第二 TdS 方程。最后一步应用了迈耶公式和 α = κβp 的循环置换关系，即(
∂p

∂V

)
T

(
∂V

∂T

)
p

(
∂T

∂p

)
V

= −1 ⇒ V α

−κV pβ
= −1 ⇒ α = pβκ (67)

从 式 65开始推第三个方程，将 dT 代为 dV 和 dp，类似地可以直接写出结果

TdS =
CV

pβ
dp+

(
CV

V α
+ Tβp

)
dV =

CV

pβ
dp+ Cp

V α
dV (68)

7.4 实际习题例

（汪志诚 2.6）水的体胀系数 α 在 273.15K < t < 277.15K 时为负值，试证明在这温
度范围内，水在绝热压缩时变冷。（其他液体和所有液体在绝热压缩时都升温）

把题目要我们证的东西翻译成数学语言，绝热指的就是熵不变，变冷就是温度降低，

压缩就是体积减小，因此目的是证明 (
∂T

∂V

)
S

> 0 (69)

即绝热时体积减小，温度也减小。将这个偏导数转化为已知量的表达，注意到 T 和 S 是

共轭量，可以用麦克斯韦关系 (
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂p

∂S

)
V

(70)

然后为了消去 S，可以利用 U, S, V 的组合，用两项链式法则刷子化为

−
(
∂p

∂S

)
V

= −
(
∂U

∂S

)
V

(
∂p

∂U

)
V

(71)

接着可以利用 U, T, V 的组合消去 U，最后剩下的仅仅是 p, V, T 的已知组合。

−
(
∂U

∂S

)
V

(
∂p

∂U

)
V

= −T ·
(
∂T

∂U

)
V

(
∂p

∂T

)
V

= −Tpβ

CV

(72)

由于默认的有 κ > 0 和题目给的 α，将 pβ 再次代为 α/κ，最终得到(
∂T

∂V

)
S

= − Tα

CV κ
(73)

现在考虑每一项符号，T > 0，α < 0 是题目条件，CV > 0，因为定容时不可能同时降温

且内能增加；κ > 0，因为不可能等温下体积减小时压强也减小。因此算上负号，整个项

为正，证明完毕。
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8 热力学偏导数地图

热力学偏导数之间存在着千丝万缕的关系，例如 可以发现，所有偏导数在经过一系

列变换之后，总能用几个基本量来表示。既然如此，是否可以做一张联系图，囊括了所

有热力学偏导数之间的转换关系，由此得到每个热力学偏导数的已知量表达形式和转换

路径呢？

显然只要有时间和耐心，只需要付出计算的活儿就可以做了。但是仍然有一些细节

值得考虑，例如

1. 图的规模有多大？

2. 应该以何种顺序来计算各偏导数？

3. 最少需要几个量来表示所有的偏导数？

4. 最少需要几种路径（刷子）？

5. 对每个偏导数是否存在一种最短路径？

6. 三元、更高阶的偏导数呢？

7. 在数学上是否有等价的群结构？

如果只考虑 STV pUHFG八个热力学量的话，抽三个组成偏导数，把分子分母倒一

下不算新的，总共有 A3
8/2 = 168个热力学偏导数。对于计算的顺序，我的建议是先搞明

白 STV p四个量之间的 A3
4/2 = 12个偏导数（当然要结合一下 U，否则没法处理 S），接

着搞明白 STV p和 U 五个量组成的 A3
5/2 = 30个偏导数。接下去算 STV p和 H 的时候

就能进行类比，只有同时含 H,U 的偏导数需要新算。然后再加入 FG。对于基本量而言，

我在算了 STV pUH 六个量组成的所有偏导数后，发现大概只涉及到 TpV βακCV Cp，其

中 CV 和 Cp；α, β 和 κ 又分别能互相表示，因此可能只需要六个量即可。如果是含有

F,G 的偏导数，可能还会出现 S。而最少的刷子数，和可以用的基本量有关，例如如果

Cp 和 CV 均能使用，一般来说就可能不用刷子【S】了。而如果不把 Cp 当作独立的，就

一定需要【S】。当然，也可能还可以用我不知道的新的刷子。关于最短路径，由于变换
可能需要不同的刷子，因此不太容易定义。但是如果单看刷子使用次数的话，可能还是

可以的。对于最后两个问题，我就一无所知了，有待大家探索。

那么有没有完全版的热力学地图？虽然我是算了很多偏导数，但是做成地图还是非

常麻烦，当时课程重心也早就不在偏导数计算上了，所以我就没做了。大家可以自己加

油。
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图 1: 维基上的热力学地图
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