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1 Liouville 方程

对于如下方程描述的动力系统

dX
dt = Φ(X).

X 是 N 维的向量，Φ 是 N 维空间到 N 维空间的映射。如果给定初始时刻的变量 X

的概率密度函数 ρ0(X)，那么其演化满足 Liouville 方程

∂ρ(X, t)

∂t
+

N∑
k=1

Φk(X)
∂ρ(X, t)

∂Xk

= −Ψ(X)ρ(X, t), Ψ(X) =
N∑

k=1

∂Φk(X)

∂Xk

.

它关于未知量 ρ(X, t) 是一阶线性方程，其解的表达式为

ρ(X, t) = ρ0(K)e(−
∫ t
0
Ψ(X(K,t′)) dt′).

其中 K 是 X 在初始时刻的位置。原文这种表达式对于初学者不太好理解，为此，需要

先介绍相轨迹的概念。对于开头所示的动力系统而言，在初始时刻的每一个状态 K，都

将对应一条独特的演化轨迹，或称为 N + 1 维相空间中的相轨迹。显然，我们可以假定

这条相轨迹可以如下形式地描述：

X = Q(K, t), t ≥ 0.

同时它也是满足动力系统控制方程的解。这表示系统初始态 K 在经过时间 t 演化后变

为 X。由于演化轨迹具有唯一性（对于一般性质较好的系统来说），给定任意时刻 t 的

状态 K，它在初始时刻的状态也是确定的，并且我们可以定义如下的映射来反演它。

K = P (X, t).

上式同时也表明，同一条相轨迹上的点，它在映射 P 的作用下都有相同的值 K，因此

也称相轨迹为特征线，因为沿着这一条线系统的某种特征 P (X, t) 不发生变化。

此时对于解表达式中的 K，可以更好地进行理解。采用我们上面的记号，将表达式

改写为

ρ(X, t) = ρ0(K)e(−
∫ t
0
Ψ(Q(K,t′)) dt′) = ρ0(P (X, t))e(−

∫ t
0
Ψ(Q(P (X,t),t′)) dt′).

首先，左半部分的 ρ0(K) 即可在已知 X, t 的情形下用 P (X, t) 直接计算。而右半部分

的指数为 Ψ的积分。而 Ψ是一个从 N 维空间到实数域的映射，其变量原本为X(K, t′)，

表示初始为 K 的状态在 t′ 时刻的状态。故在计算时，首先要使用映射 P 获得 X 对应

的初始态，然后再使用 Q 获得其在 t′ 时刻的状态，再使用 Ψ 进行计算。而 t′ 从 0 到 t

的积分，则说明了这个积分的意义是 Ψ 函数在状态 X 所对应的这段相轨迹上的积分。

1.1 Liouville 方程的导出分析

回头再写
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2 线性自治动力系统的性质讨论

首先需要点明的是，线性情形下，单变量高阶微分方程和多变量一阶微分方程具有

相同的性质。因此，后面谈到 N 元或者 N 阶系统的性质时，都是同一个东西。具体而

言，多变量一阶微分方程具有如下的一般形式：

dX
dt = AX +B.

其中 X,B 为 N 维向量，A 为 N ×N 的矩阵。它和如下的单变量 N 阶微分方程可以

互相转化。

aN
dNx

dtN + aN−1
dN−1x

dtN−1
+ · · ·+ a1

dx
dt + a0x = b.

其中 a0 直到 aN 均为常数。注意，上面的 B 或 b 可以包含时间，但这里暂时不讨论含

时的非自治系统。如上所示的单变量高阶线性微分方程，我们熟知它可以通过特征根法

解，当然也可以借由特征根来推断方程的性质（相应于多元一阶形式中 A 的特征值）。

因此，N 维变量的一阶线性方程的性质，可以直接通过 N 次多项式根的性质得到。

由于这里研究动力系统的目的是通过简单模型来探讨实际大气海洋运动或其他实际

物理系统中可能存在的性质，因此系统至少需要能够稳定存在较长的时间，故凡是 e 指
数增长或衰减的成分都是我们所不感兴趣的。

2.1 N = 1 时

特征方程为

a1λ+ a0 = 0.

此时特征根仅有一个确定的值，当它为正时，x的绝对值将逐渐增加，趋向于无穷；为负

时，x 的绝对值将逐渐减小，趋向于 0。除此之外，这个系统没有任何其他特别的性质。

2.2 N = 2 时

特征方程为

a2λ
2 + a1λ+ a0 = 0.

对于二次方程，根据判别式存在三种情况的根：两个不等实根，重根，一对共轭复根。对

于两不等实根而言，系统的表现和 N = 1 时没有太大区别，如果两实根均为负，那么整

个系统将衰减；如果至少有一个为正，那么对于单变量而言，负特征根对应的部分（如

有）在发展一定时间后将变得可忽略，从而只留下正特征根对应的增长规律。对于双变

量的一阶系统而言，说明系统至少会沿着一个方向增长。

对于重根的情形，解具有 teλt 的形式。此时，无论 λ 的正负性，当时间足够长时系

统的性质都主要由 eλt 所决定。
对于一对共轭复根的情形，其实部仍然表示增长或衰减，但此时其虚部的存在使得

系统具有振动或周期运动的特征。我们考虑实部为零的情况，即振幅不会增长或衰减，那
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么系统将永远保持周期运动的状态。对于单变量二阶系统而言，x 值会在一个区间内来

回波动；对于双变量的一阶系统而言，我们能看到系统相点在相平面上作圆周运动。

虽然，这一个周期运动是 N = 2 系统相对 N = 1 系统额外能够具有的特征（思考

题，如何通过反证法说明任意一阶系统，即使是非线性的都无法形成振动？因为振动需

要状态点来回经过同一个位置，在这个位置上具有相反的速度，这与一阶系统的方程形

式矛盾。），但是它仍然是无趣的。由于此时系统最多只能具有一个周期，这就意味着所

有性质在一个周期后都将完全一致地重复，而不具有空间特殊性。举例而言，一些人以

相同速度绕着圆形跑道跑步，由于内圈短，外圈长，我们能观察到这些人组成的线发生

变形；而对于二阶系统描述的周期运行来说，这根线只会绕着圆心旋转，而观察不到更

多有意思的现象。

想要克服这一点，必须具有一个以上的“周期”。对于实系数方程，这至少要到 N = 4

的情形，下面再进行讨论。

2.3 N = 3 时

特征方程为

a3λ
3 + a2λ

2 + a1λ+ a0 = 0.

对于三次方程，根的性质有以下几种情况：三个不等实根，两个重根和一个实根，三个

重根，一个实根和一对共轭复根。

由此可以看出，三阶系统并没有比二阶系统多出更引人注目的特性。对于实根和重

根而言，在时间足够长时要么趋向无穷，掩盖其他项的性质；要么趋向零，被其他项掩

盖。于此同时，三次方程最多也只能有一对共轭根，说明它的振动性质也与二阶系统无

异。

2.4 N = 4 时

对于四次方程，事情终于开始变得有趣起来。它的根的性质有以下几种情况：四个

实根，两个实根和一对共轭复根，两对共轭复根。同样忽略无趣的实根和重根，一对共

轭复根的情形与二阶系统相同，而两对共轭复根相应于两种振动频率，是四阶及以上系

统独有的性质。变量的演化将类似如下的表达式：

x(t) = A1 sin(ω1t+ ϕ1) +A2 sin(ω2t+ ϕ2).

其中一部分的周期为 2π/ω1，另一部分为 2π/ω2。如果 ω1, ω2 都是有理数，那么在时间

足够长时，通过肉眼观察系统的波动，可以看出系统的周期性。而如果其中一个为无理

数，或两个无理数（不能相差有理数倍），那么系统将不具有严格意义上的周期，其表现

看似具有非常大的随机性，必须通过谱分析才能发现其振动规律（见后面的例子）。
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2.5 线性系统的 Liouville 方程解的性质

对于线性系统，可知

Φ = AX ⇒ Ψ = trA (1)

由于矩阵 A 是常数矩阵，因此 Ψ 恒为常数，故 Liouville 方程解的表达式为

ρ(X, t) = ρ0(K)e−Ψt (2)

这说明系统的概率密度在随着特征线演化的同时，还随着时间以 e−Ψt 的速度增长或衰

减。然而，对于同一时刻，e−Ψt 在 x 的取值空间上处处是一个相同的系数，因此在概率

密度随时间演化的同时并没有改变概率密度分布的“形状”，即

ρ0(x1) > ρ0(x2) ⇒ ρ(Q(x1, t), t) > ρ(Q(x2, t), t).

其中 Q 表示初始 x1 或 x2 沿着相轨迹经过时间 t 到达的状态。所以，这一指数项可以

理解为在相轨迹存在净的膨胀或收缩趋势时，为了保证总的概率密度积分保持为 1 而自

然出现的比例系数。

3 线性情形的具体例子

3.1 最简单的情况

考虑一个最简单的单变量一阶线性自治系统：

dx
dt = x.

它的相轨迹方程为 x = x0et 或 x0 = xe−t。考虑这一系统对应的 Liouville 方程的解，这
里 Φ(x) = x，故 Ψ(x) ≡ 1，因而概率密度分布演化的表达式为

ρ(x, t) = ρ0(P (x, t))e−t = ρ0(xe−t)e−t.

以下三个图分别展示了初始均值为 0 和 1 的正态分布，以及 −1 到 1.5 的均匀分布

随时间的演化。左图中纵坐标表示时间，红线表示相轨迹或特征线。

图 1: 简单情形 1
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图 2: 简单情形 2

图 3: 简单情形 3

3.2 二阶系统

考虑如下系统

d
dt

(
x1

x2

)
=

(
1 0

0 −1

)(
x1

x2

)
.

这一系统的两个变量其实各自满足简单的演化方程，直接观察可知(
x1

x2

)
=

(
x10et

x20e−t

)

这就是这一系统的相轨迹方程。对于这一系统，我们发现 Ψ ≡ 0，这表示由于这一系统

在它的一个维度上“伸展”，在另一个维度上“收缩”，导致净的概率密度流具有一种守

恒性。对于这种情况，ρ(x, t) 就直接等于对应初始时刻状态点的概率密度，即

ρ(x1, x2, t) = ρ0(x1e−t, x2et)

下图给出初始均值为 (0.1, 8) 的正态分布以及均匀分布随时间的演化图。这里的横

纵坐标分别表示两个维度，红色的线为相轨迹，状态点沿着相轨迹从上到下运动。不同

时间的分布标示在图上。
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图 4: 二元系统演化

由这两个分布的演化可以看出 Ψ = 0 情形下概率密度演化的一个重要特点，就是只

有分布的形状发生变化。这一点从上面的表达式中很容易看出，也符合 Liouville 方程类
似流体连续性方程的性质。

3.3 四阶系统

考虑如下的四阶线性微分方程

x′′′′ + 3x′′ + 2x = 0.

通过如下的变换

x = x1, x′
1 = x2, x′

2 = x3, x′
3 = x4.

可化为等价的四元一阶方程

X ′ = AX, X =


x1

x2

x3

x4

 , A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

−2 0 −3 0

 .

现在我们讨论它的性质并求解。原四阶方程的特征值方程为

λ4 + 3λ2 + 2 = 0.

显然可分解为

(λ2 + 1)(λ2 + 2) = 0.

因此方程有两对共轭复根，i,−i,
√
2i,−

√
2i，对应系统存在两个振动周期，即 2π 和

√
2π。

值得注意的是，该系统一般不存在表观的周期性，即找不到 T 使得对任意 t满足X(t) =

X(t+ T )，因为无法找到共同周期，即不存在正整数 m,n 使得 m =
√
2n。后面通过图

示可以看出这一性质。

四元一阶线性方程的解为

X = eAtX0.
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其中 eAt 是矩阵指数函数，它具有如下的定义和性质：

eAt =
∞∑

n=0

Antn

n!
,

deAt

dt = AeAt.

理论分析中可以采用特征值分解来计算矩阵指数，假设存在分解 A = V ΛV −1，由于正

交矩阵的性质，可知 An = V ΛnV −1。对于特征矩阵 Λ 而言，

Λn = (diag(λ1, . . . , λm))n = diag(λn
1 , . . . , λ

n
m).

故有

eAt =
∞∑

n=0

Antn

n!
=

∞∑
n=0

V ΛnV −1tn

n!
= V

(
∞∑

n=0

Λntn

n!

)
V −1 = V diag(eλ1 , . . . , eλm)V −1.

对于实际数值计算，在 MATLAB 中可通过 expm 函数直接得到矩阵的指数函数。
我们任意地给定初始状态 X0，X = eAtX0 或 X0 = e−AtX 就给出了对应的相轨

迹。我们取 X0 = (1,−1, 0.3, 0.6)，则四个变量的演化规律及其在四维空间中的相轨迹如

下图所示（我们只能用三维空间对应 x1, x2, x3 以及让颜色维对应 x4 来表示四维空间的

相轨迹）

图 5: 四个变量随时间的演变

图 6: 四元系统相图
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现在研究概率密度的演化即 Liouville 方程的解。根据我们前面总结的线性系统中
Ψ 的性质，可知 Ψ = trA = 0。这表示系统的运动是一种没有伸缩的纯“旋转”运动，

只不过在这里这个旋转运动是在四维空间中体现的。

此时概率密度直接沿着相轨迹传播演化。

ρ(X) = ρ0(K), K = P (X, t).

由于我们已经算出相轨迹方程 P (X, t) = e−AtX，因此结合初始概率密度分布，可以直

接计算出 t 时刻的概率密度分布。

但是，这个分布是四维空间加一维时间的函数，无法直接展示出来。为此，取离散

的时间和 x4 值，并作出 ρ(x1, x2, x3, x̂4, t̂) = C 的等值面来间接展示。我们取的初始分

布为简单的正态分布：

ρ0(x1, x2, x3, x4) =
1

4π2σ4
exp

(
−1

2

4∑
i=1

(xi − x0i)
2

σ2

)
, σ = 0.2.

在初始时刻，概率密度函数在四维空间是球对称的，且距离 X0 越近，概率密度越大。它

的等值面在三维空间的投影是一个球面，半径则取决于 x4。x4 越接近 x40，球面的半径

越大。在经过一段时间之后，由于这个系统的概率密度的分布直接沿着相轨迹演化，我

们可以猜测某些性质仍然能够得以保留，例如概率密度总是由中心相点向外递减等。这

有助于我们理解概率密度函数在四维空间中的演化规律。

下面给出概率密度的演化图。图最中心表示 t = 0 的起始位置，球面表示初始概率

密度的等值面。对于第四维的取值，分别取 x4(t), x4(t) + ∆4, x4(t) −∆4，作出青，黄，

蓝三个等值面。其中 ∆4 = 0.5，x4(t) 表示初始点演化到 t 时刻时第四维的坐标。在初

始时刻，黄色和蓝色等值面相同，均被青色球面包裹，和前面的分析一致。随着时间演

化，给出了 t = 0, 20, 31, 50, 75 五个时刻的概率密度等值面。其中最中间的球面为 t = 0

时，另外两个椭球面分别为 t = 50, 75 时。
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图 7: 四元系统概率密度演化图

从图中我们发现两个直观信息：

1. 概率密度分布从最初的球对称，逐渐演化成了扁平的形状，而在特定的时间又会回
到类似原有结构的椭球面。这应当是由于相轨迹的分布特征导致的。虽然系统不存

在真正的周期，但是仍有近似的周期（10π是第一个近似周期，因为 10π ≈ 7×
√
2π），

在达到近似周期时，系统的性质和最初比较相近，因而概率密度分布的结构也更加

类似。

2. 初始时刻青色球面包裹蓝色和黄色球面，但随着时间演化它们发生了分离，有点类
似三维空间中椭球体的旋转导致其在某一个面上投影发生的变化。

为了更仔细地考察信息 1，这里进一步给出初始时刻附近的演化情况。此时取 σ = 0.02,∆4 =

0.08，给出 t = 0, 0.3, . . . , 1.8 时的概率分布。下图更加精细地展示了概率密度由球对称

分布演化到低维子空间上的情形。
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图 8: 初期的概率密度分布演化

4 对线性自治系统的小结

通过前面这些例子的研究，基本可以用以下一些结论来总结线性自治系统中概率密

度演化的规律。记 N 维一阶线性系统的控制方程为

dX
dt = AX (3)

1. 线性系统中概率密度的演化规律化简为 ρ(X, t) = ρ0(P (X, t)))etr A·t。它表示概率

密度分布沿着相轨迹演化，同时为了使得在整体的膨胀或收缩下保持总概率为 1，
需要加一时间相关的调整系数，这一规律在空间各处均相同。

2. N 维一阶线性系统的性质等价于一维 N 阶线性系统的性质，后者的性质可根据特

征根判断。N 阶线性系统的特征根满足 N 次方程，这些特征根可能是实根，重根

或一对共轭复根。实根或重根对应的成分不能稳定存在，暂时不加以考虑。复根的

虚部则对应振动的成分。

3. 四阶系统是出现较复杂现象的最低维系统。对于二阶和三阶系统，最多只能有一对
共轭复根，即只存在单周期的振动。而单周期的振动所包含的信息十分有限，包括

概率密度分布在内的所有性质在一个周期内变化不大，在一个周期之后又会完全重

现。而当 N = 4 时，可以存在双周期的振动。此时若两个周期比值为无理数，那

么任何一个状态都不会重复出现。

4. 四阶系统中，即使系统本身不存在拉伸或收缩成分，概率密度的分布也会在演化中
很快出现变形，并集中到某个低维子空间上。这应当与相轨迹的汇集趋势有关。只

有当演化时间趋近近似的公共周期时，概率密度的分布才会回到接近最初的形状。
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